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A POISSON-REGRESSZIO ALKALMAZASA A SZOCIOLOGIAI ES
DEMOGRAFIAI KUTATASBAN

MOKSONY FERENC

Mind a szociologiai, mind a demografiai elemzésekben siiriin talalkozunk olyan
fliggd valtozokkal, amelyek valamilyen esemény eldfordulasi gyakorisagat fejezik ki. A
devians viselkedéssel foglalkozo kutatok példaul vizsgaljak a tarsadalmi valtozasoknak
az Ongyilkossagok szamara gyakorolt hatasat; a demografusok kutatjak, hogy miként
befolyasoljak a kiilonféle kornyezeti artalmak a halalozasok vagy a sziiletési rendelle-
nességek szamat; a tudomanyszociologia miivel6i pedig elemzik azokat a tényezoket,
amelyek a szakmai publikaciokra torténé hivatkozasok szamat meghatarozzak. Mind-
ezek soran a kutatok sokszor a hagyomanyos linearis regresszidelemzés modszerét
alkalmazzak. Ez bizonyos esetekben elfogadhaté eredményre vezet, kiilonosen akkor,
ha a vizsgalt jelenség atlagos elofordulasi gyakorisaga viszonylag nagy, ilyenkor ugyan-
is a fliggd valtozo eloszlasa rendszerint nem tér el tulsdgosan a linedris regresszio altal
feltételezett normalis eloszlastol.

Mas a helyzet akkor, ha a vizsgalt jelenség statisztikai értelemben ritka el6fordulasu
esemény — mint amilyen példaul a sziiletési rendellenesség, a halalos kimenetell kozle-
kedési baleset vagy éppen az dngyilkossag. Ilyenkor a valtozd eloszlasa tobbnyire meg-
lehet6sen ferde: a megfigyelések jelentds része a legalacsonyabb értékek koriil tomoriil,
s innen a magasabb értékek felé haladva a gyakorisdg meredeken csokken. Jol szemlél-
teti ezt az I. abra, amelyen a Magyarorszag kozségeiben 1990 és 1995 kozott elkovetett
ongyilkossagok gyakorisagi eloszlasa lathat6.! A normalis eloszlas szimmetrikus ha-
ranggorbéje helyett a rajz egy erésen aszimmetrikus, jobbra ferde eloszlast mutat: kozel
800 faluban a vizsgalt hat év sordn egyaltalan nem tortént dngyilkossag, s tovabbi csak-
nem 600-ban is csupan egyetlen esetet jegyeztek fel. Olyan telepiilés viszont, ahol 20-
nal tobb ongyilkossagot kovettek el, mindossze 38 akadt. Az ilyen aszimmetrikus, jobb-
ra ferde eloszlasok altalaban jol kozelithetok a diszkrét eloszlasok egyik fontos tipusa-
val, a Poisson-eloszldssal.”

A Poisson-eloszlas egyik fontos tulajdonsaga, hogy esetében az dtlag egyenld a
variancidval. Ez konnyen belathatd, ha a Poisson-eloszlast ugy tekintjiik, mint a bino-
mialis eloszlas szélsd esetét — mégpedig olyan szEélsé esetét, amikor a két lehetséges

! A rajzon azoknak a telepiiléseknek az adatai szerepelnek, amelyek 1990-ben kozségnek
mindsiiltek, s ezt a jogallasukat egészen 1995-ig megorizték.

2 Amint a vizsgilt esemény egyre gyakoribba valik, azaz amint az eloszlas atlaga
emelkedik, a Poisson-closzlas ferdesége fokozatosan csokken, és alakja mind kézelebb kertil
a normalis eloszlasé¢hoz (1asd pl. Svab 1981. 498., 19.4-2. abra). A Poisson-closzlasnak ezért
a ritka el6fordulast események vizsgalataban van kiilonos jelentdsége (vo. Land — McCall
1996).
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kimenetel (pl. ongyilkos/nem oOngyilkos, rendellenességgel sziiletett/nem rendellenes-
séggel sziiletett) egyikének a valdszinlisége rendkiviil kicsi. Egy binomidlis eloszlasu
valtozo atlaga

X =np,

variancidja pedig

s? =np(1- p),

ahol n a megfigyelések szdma és p a két lehetséges kimenetel egyikének (pl. az 6ngyil-
kossag vagy a sziiletési rendellenesség bekovetkezésének) a relativ gyakorisaga. Mi
torténik a variancidval, amint p értéke egyre kisebb és kisebb lesz, vagyis amint az
egyik kimenetel relativ gyakorisaga egyre csokken? A kovetkezmény az, hogy az (/-p)
szorzotényez fokozatosan tart 1-hez, ennek nyoman pedig s°, azaz a variancia fokoza-
tosan tart np-hez, ami nem mas, mint az atlag.
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1. Az éngyilkossagok szamanak gyakorisagi eloszlasa Magyarorszag kézségeiben,
1990-1995
Frequency distribution of suicide in Hungarian villages, 1990—-1995

Hogyan érinti az atlagnak és a variancianak ez az egyenlésége a hagyomanyos line-
aris regresszidelemzés alkalmazhatosagat? A regresszidelemzés soran abbol indulunk
ki, hogy a fiiggd valtozo atlaga a magyarazo valtozok valamilyen fiiggvénye, vagyis az
atlag egyiitt mozog ezeknek a valtozoknak az értékeivel. Poisson-eloszlast valtozok



368 KOZLEMENYEK

esetében ez egyszersmind azt is jelenti, hogy a valtozo variancidgja is egyiitt mozog a
magyarazo valtozokkal. Epp ez a probléma: a hagyomanyos lineéris regresszié egyik
alapfeltevése ugyanis, hogy a fliggd valtozo szordsa a magyarazo valtozé minden egyes
értéke vagy kategoériaja esetén ugyanakkora (ezt hivjak a statisztikai szakirodalomban
homoszkedaszticitasnak). Ez a feltevés az, ami Poisson-eloszlast fiiggd valtozoknal —
az atlag és a variancia azonossaga miatt — rendszerint nem teljesiil.

A hagyomadnyos linedris regresszio tehat — mint latjuk — tobb szempontbol sem iga-
zan alkalmas az olyan tipusu fliggd valtozok vizsgalatara, amelyek ritka el6fordulasa
események gyakorisagat fejezik ki. Az egyik probléma az eloszlas ferdesége, a masik
pedig a homoszkedaszticitas hidnya. Hogyan tudnank orvosolni ezeket a problémakat?
Az egyik lehetséges megoldas a fiiggd valtozo transzformaldasa. Ennek a miiveletnek a
célja, hogy az 1j, 4talakitott fiiggd valtozo eloszlasanak sajatossagai jobban megfelelje-
nek a linearis regresszid kovetelményeinek, s igy azutan a transzformalt adatokra a
hagyoményos legkisebb négyzetek modszerét hasznalhassuk. Poisson-eloszlast vélto-
70k esetén a leggyakrabban alkalmazott atalakitas a négyzetgyok-transzformacio. Ez az
eljaras két szempontbol is hasznos. Egyrészt ismeretes, hogy egy Poisson-valtozo négy-
zetgyokének a variancidja fiiggetlen az atlagatol (Chatterjee — Price 1977. 39), kovetke-
zésképpen ezzel az atalakitassal elkeriilhetjiik a homoszkedaszticitds kdvetelményének
a megsértését. Masrészt ily modon a fliggd valtozo eloszlasa kozelebb keriil a normalis
eloszlashoz, ami a szignifikanciateszt alkalmazasanak egyik feltétele.

Bar a fliggd valtozo atalakitasa egyszeri és széles korben hasznalt modszer — egy
korabbi munkdmban (Moksony 1995) magam is ezt alkalmaztam —, az Gjabb kutatasok-
ban egyre inkabb teret hodit egy masik megoldds. Ennek lényege, hogy ne a fliggd
valtoz6 eloszlasat igazitsuk — a transzformacio révén — a linedris regresszid kovetelmé-
nyeihez, hanem forditva: a regresszios modellt idomitsuk a fiiggd valtozo eloszlasanak a
sajatossagaihoz. A hagyomanyos regresszionak az a fajta modositasa, amelynek nyo-
man ez az elemzési modszer alkalmassa valik az el6fordulasi gyakorisagot kifejezd
fiiggd valtozok vizsgélatara, a Poisson-regresszio.

Az dltalanositott linedris modell

A Poisson-regresszid az dltalanositott linearis modellek (Hoffman 2004; Agresti
1996. 4. fejezet) csaladjaba tartozik. Ezek a modellek két ponton lazitjdk a hagyoma-
nyos linearis regresszio esetében alkalmazott megkdtéseket, nagymértékben kiszélesitve
ezzel a regresszidelemzéssel vizsgalhatd jelenségek korét. El8szor is, mig a hagyoma-
nyos regresszid magat a fliggd valtozo atlagat irja le a magyarazd valtozok linearis
fuggvényeként, addig az éltaldnositott linearis modell esetében az atlag valamilyen
fliggvénye vagy transzformaltja (pl. logaritmusa) tolti be ezt a szerepet. Az altalanositott
linedris modell is meg0rzi tehat a linearitds feltevését, csak éppen azt az atlag helyett
annak atalakitott formajara vonatkoztatja. Magat az atalakitast, vagyis az atlagbol annak
transzformaltjat 1étrehozo miiveletet vagy hozzarendelést link function-nak, azaz kap-
csolati fiiggvénynek nevezik. (Az atlag és a transzformaltja kozotti kapcsolat természe-
tesen lehet az egyszerli azonossag is; ez esetben maga az atlag lesz a magyarazo valto-
z0k linearis fliggvénye, vagyis ekkor a hagyomanyos linearis regresszidhoz jutunk. A
hagyoményos lineéris regresszié tehat nem mas, mint az altalanositott linedris modell
specialis esete.)
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Masodszor, mig a hagyomanyos lineéris regresszi6 feltevése szerint a fliggd valtozo
normalis eloszlast, addig az altalanositott linearis modellben a fiiggd valtozo eloszlasa
ettél eltérd tipusii is lehet” Ezek koziil leggyakrabban a binomialis és a Poisson-
closzlast hasznaljak a kutatok; az elobbi alkalmazasa a dichotom, az utobbié pedig az
eléfordulasi gyakorisagot kifejezd fiiggd valtozokra terjeszti ki a regresszidelemzés
hatokorét.

Az altalanositott linearis modellt meg kell kiilonbdztetni az dltalanos lineédris mo-
delltdl (Fennessey 1968; Cohen 1968), amely a szlikebb értelemben vett linearis reg-
resszid mellett a varianciaelemzést és a kovarianciaelemzést foglalja magaban. E harom
statisztikai modszer 1ényegében csupan a magyarazo valtozok fajtaja vagy mérési szint-
je tekintetében kiilonbozik egymastol: a szorosan vett linedris regresszio esetében mind-
egyik magyarazo6 valtoz6 numerikus, a varianciaelemzés esetében mindegyik kategoria-
lis, mig a kovarianciaelemzés esetében egy résziik numerikus, mas résziik viszont kate-
goridlis. Picit leegyszeriisitve azt mondhatjuk, hogy mig az altalanos linedris modell a
magyardzo valtozok tipusa szempontjabdl boviti a hagyomanyos linearis regressziot — a
numerikus valtozok mellett a kategoridlisakat is ,,beengedve” az elemzésbe —, addig az
altalanositott linearis modell még egy 1épéssel tovabb megy, és a fiiggd valtozoval —
annak tipusaval, eloszlasaval — kapcsolatos korlatokat is feloldja.

Az eddig elmondottakat foglalja dssze az 1. tablazat, amely az altalanositott linearis
modell kdrébe tartozé modellfajtakat tartalmazza. Ebbdl a tdblazatbol jol lathatd, hogy a
Poisson-regresszid alapvetden két dologban tér el a hagyomanyos linearis regressziotol.
Egyrészt abban, hogy ezuttal nem a fiiggd valtozoé atlagat, hanem annak természetes
alapt logaritmusat irjuk le a magyarazo valtozok linearis fiiggvényeként; masrészt
pedig abban, hogy a fiiggd valtozdt nem normalis eloszlastinak, hanem — a ritka el6for-
dulast események sajatossagait figyelembe véve — Poisson-eloszlasunak tekintjik.

1. Az altalanositott linedris modell korébe tartozo modelltipusok
Generalized linear models

Transzformacié A fiiood valtozs A -
Modelltipus (kapcsolati £80 valtozo , magyarazo
N eloszlasa valtozo fajtaja
fiiggvény)
Sziik értelemben vett Azonossag Normalis Numerikus
linearis regresszio
Varianciaelemzés Azonossag Normalis Kategorialis
Kovarianciaelemzés Azonossag Normalis Numerikus és
kategorialis
Logisztikus regresszio Logit Binomialis Numerikus és
kategorialis
Poisson-regresszio Logaritmus Poisson Numerikus és
kategorialis

Forras: Agresti 1996. 97 (4.5. tablazat).

3 Ezek az eloszlassal kapcsolatos feltevések a fiiggd valtozonak nem az un. marginalis,
hanem a feltételes eloszlasara vonatkoznak, ahol is a feltételt a magyarazo valtozé adott
értéke jelenti.
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A Poisson-regresszio modellje és az egyiitthatok értelmezése

A Poisson-regresszio modellje a kovetkez6:
InAd =g+ /X (1),

ahol 4 a fliggd véltozo atlaga vagy varhato értéke, X a magyarazo valtozo, By és

pedig regresszios egyiitthatok. Az (1) egyenlet mindkét oldalanak az antilogaritmusat
véve a Poisson-regresszio multiplikativ formajahoz jutunk:

A=exp(By + f1.X) = exp(fy) *exp(S1 X) ).

Ez az atalakitas azért hasznos, mert megkonnyiti a regresszios egyiitthatok — minde-
nekelStt a magyardzo valtozo hatdsat kifejezd B, — értelmezését. A Poisson-regresszid

eredeti, log-linedris formajaban — az (1) egyenletben — a p; egylitthato jelentése lénye-
gében azonos a hagyomanyos linearis regresszioban szereplé pB; egyiitthatd jelentésé-
vel. Eszerint B; azt mutatja meg, hogy mennyivel valtozik — né vagy csdkken — a fliggd

valtoz6 atlagos értéke, amint a magyarazd valtozo értéke 1 egységgel emelkedik. A
Poisson-regresszi6 esetében a fliggd valtozé az eléfordulasi gyakorisdg logaritmusa,
ennck megfeleléen a p; egyiitthato azt fejezi ki, mennyivel né vagy csokken a vizsgalt
jelenség atlagos eléfordulési gyakorisaganak — példaul az dngyilkossagok atlagos sza-
manak — a logaritmusa, amint a magyarazé valtozo értéke 1 egységgel emelkedik.

Ez az értelmezés azonban nem igazan ,felhasznalobarat™: a kutatd altalaban nem
logaritmusokban gondolkodik. A Poisson-regresszié multiplikativ formajanak — a (2)
egyenletnek — az elénye éppen az, hogy ott a fliggd valtozé maga az atlagos gyakorisag,
nem pedig annak logaritmusa. Ebbol az egyenletbdl lathato, hogy exp(s;) , vagyis a A
egyiitthato antilogaritmusa a magyarazo valtozé multiplikativ hatasat tiikkrozi: azt fejezi
ki, hdnyszorosara nd vagy csokken a vizsgalt jelenség atlagos gyakorisaga — példaul az
ongyilkossagok atlagos szama —, amint a magyarazd valtozo 1 egységgel emelkedik.
Hogy ez vilagos legyen, tegyiik fol, hogy X értéke éppen a. Ekkor

(2| X =a)=exp(By + B1a) = exp(By) *exp( Bia),

ahol a fiiggdleges vonal ( | ) a feltételt jeloli, vagyis (A|X =a) a vizsgalt jelenség atla-

gos gyakorisaga akkor, ha X = a. Noveljiik most meg a magyarazd valtozo értékét 1
egységgel, azaz legyen ezlttal X =a + 1. Ekkor

(A]X =a+1)=exp|f + Bi(a+D]=exp(Bp) *exp(Bia) *exp(By).
Végiil vegyiik a fenti két egyenlet hanyadosat:

(A X =a+D) _exp(fly) *(B1a) *exp(By) _
(1] X =a) exp(fo) * (1)
Mindebbdl lathato, hogy amint a magyarazo valtozo értéke a-rol (a+1)-re, azaz ponto-

san 1 egységgel emelkedett, a fiiggd valtozod atlaga (1) valdban éppen exp(f) -
szeresére valtozott.

exp(f)-
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Ezt a valtozast célszeri lehet szazalékos formaban kifejezni:
szazalékos valtozas =100 * [exp( B) - 1].

Ha példaul a fiiggd valtozo az Ongyilkossagoknak egy adott telepiilésen megfigyelt
szama, a magyarazo valtozo a munkanélkiiliek szazalékos aranya ugyanezen a telepiilé-
sen, a p; egyltthatd értéke pedig, mondjuk, 0,055, akkor exp(f;) = exp(0,055) =1,057, €s
100 * (exp(B;) —1=100+#(1,057 1) = 5,7, vagyis a munkanélkiiliség minden 1 szazalékpon-
tos emelkedése atlagosan 5,7%-kal ndveli az 6ngyilkossagok szamat. Ugyanigy, ha a
magyarazoé valtozo a telepiiléstipus, a falvakat 0-val, a varosokat 1-gyel kodoljuk, a A,

egyiitthato  értéke pedig, mondjuk, -0,35, akkor exp(5;)=exp(-0,35)=0,70, ¢és
100 *(exp(B) —1) =100%(0,70-1) =30, vagyis a falvakhoz viszonyitva a varosokban
atlagosan 30%-kal alacsonyabb az éngyilkossagok szama.*

A rizikonépesség nagysaganak bevondasa a modellbe

A Poisson-regresszio idaig targyalt modelljének egyik fogyatékossaga, hogy nem
veszi figyelembe a rizikonépesség eltérd nagysagat, s ennek az eltérésnek a fliggd val-
tozora gyakorolt hatasat. Marpedig nyilvanvald, hogy — mondjuk — egy népesebb tele-
piilésen pusztan a nagyobb 1élekszam miatt varhatban nagyobb a vizsgalt jelenség —
példaul az ongyilkossag — eléfordulasi gyakorisaga, mint ott, ahol csak kevesen élnek.
A népesség szdmaban mutatkozo kiilonbséget egyfajta standardizélassal épithetjiik be a
regresszios modellbe, mégpedig ugy, hogy a fliggd valtozo atlagat elosztjuk a rizikoné-
pességgel:

A
ln(;j =Po +HX 3),

ahol n a rizikdnépesség, példaul egy varos vagy egy falu lakdinak a szdma. A Poisson-
regresszionak ebben a modositott modelljében tehat a vizsgalt jelenség abszollt gyako-
risaga helyett az eléforduldsi aranyat tekintjiik a magyarazo valtoz6 fiiggvényének. A
(3) egyenlet az alabbi formaban is felirhato:

In(4) ~In(n) = By + /1 X ).
A (4) egyenletet atalakitva pedig a kovetkezot kapjuk:
In(1) = In(n) + By + 1 X (5).

* Fontos megjegyezni, hogy kétértékii magyarazo valtozé — a példaban a telepiiléstipus
(véros és falu) — esetén az egyiitthatd antilogaritmusa csak akkor tiikrdzi a magyarazo
valtoz6 multiplikativ hatasat, ha dummy koddolast alkalmazunk, vagyis ha az egyik kategoriat
1-gyel, a masikat pedig 0-val jeloljiik. Csak ebben az esetben egyenldé ugyanis az 1
egységnyi valtozas a két kategoria kozotti tavolsaggal. Hataskodolas esetén példaul — azaz
amikor az egyik kategoriat 1-gyel, a masikat pedig —1-gyel jeloljik — a kategoridk kozti
tavolsdg nem 1, hanem 2 egység, ennek megfelelden a multiplikativ hatds nagysaga

nem exp(f;), hanem exp(2* f)) = exp( ﬂ1)2 .
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A Poisson-regresszionak ez a modellje — mint lathatdé — abban tér el az eredetitdl,
hogy szerepel benne egy kiilon magyarazo valtozo, In(n), ami a rizikonépesség nagysa-
gat tiikrozi, s aminek az egyiitthatdjat automatikusan 1-nek vessziik. Ezt a magyardzo
valtozot altalaban kiegyenlit vagy kiegyensulyozo (az angol nyelvii szakirodalomban
offset) valtozonak nevezik. Amennyiben a rizikdnépesség nagysaga minden megfigye-
1és esetében azonos, akkor In(n) allando, és igy beépitheté a g, konstansba, aminek

eredményeként az eredeti modellhez, vagyis az (/) egyenlethez jutunk.

A, tulszords”

A rizikdnépesség nagysaganak figyelembevétele mellett a Poisson-regresszio kiin-
dulé modellje egy masik szempontbol is sokszor kiegészitésre szorul. Az eléfordulési
gyakorisagot kifejezd valtozok sajatossagairdl szolva emlitettem mar, hogy a Poisson-
eloszlas esetében az atlag és a variancia egyenlé egymassal. A Poisson-regresszi6 alap-
értelmezésben erre az azonossagra €piil: a szamitasok soran azt feltételezziik, hogy a
fiiggd valtozod atlaga és variancidja valoban egyforma. A gyakorlatban azonban ez a
feltevés szamos esetben tévesnek bizonyul: a variancia meghaladja az dtlagot. Ezt a
jelenséget hivjak a moddszertani szakirodalomban ,,overdispersion”-nek, azaz ,,t0lszo-
ras”-nak (Agresti 1996. 92-3; Le 1998. 226-228).

A ,talszoras” hatterében rendszerint két ok valamelyike all (King 1989. 766-769).
Egyrészt szinte minden empirikus kutatasban el6fordul, hogy egy vagy tobb, a modell-
ben szerepld fliggetlen valtozokkal nem korrelaldo magyarazo valtozo kimarad az elem-
7¢€sbOl — vagy azért, mert nem is gondolunk rajuk, vagy pedig azért, mert bar esziinkbe
jutnak, nem tudunk roluk adatokat gytjteni. Tegyiik fel példaul, hogy az 6ngyilkossa-
gok telepiilésenkénti gyakorisagat a gazdasagi fejlettség és az adott régid sajatos kulti-
rdja egyarant befolyasolja, mi azonban e két tényezd koziil csupan az elsét vonjuk be a
vizsgalatba. Mi torténik ebben a helyzetben? Ha rogzitjiik a gazdasagi fejlettség szintjét,
akkor az ehhez a szinthez tartozo telepiilések foldrajzilag — és kulturalisan — heterogé-
nek lesznek; olyan részsokasagok keverékei, amely részsokasagok mindegyikének
megvan a maga sajat, az adott régiora jellemz6 — és a tobbiétdl eltéré — dngyilkossagi
gyakorisaga. Vagyis a fliggé valtozonak a gazdasagi fejlettség adott értékéhez tartozd
atlaga nem lesz konstans — ahogyan azt a Poisson-eloszlas feltételezi -, hanem annyi
kiilonbozo atlagunk lesz, ahany kiilonboz6 régionk van. Ennek a fajta heterogenitasnak
— a jelenség régiorol régiora valtozo gyakorisaganak — a kovetkeztében az ongyilkossag
feltételes — azaz a gazdasagi fejlettség meghatarozott szintjéhez tartozo — eloszlasanak a
szoOrasa nagyobb lesz annal, mint amire a Poisson-eloszlas alapjan szamitani lehetne. A
,»tilszoras” forrasa itt tehat végsd soron a modellbdl kihagyott magyardzo valtozok dltal
eldidézett ,, tobbletszorodas” — hasonldan ahhoz, ahogyan a hagyomanyos linearis reg-
resszi0 esetében is a kihagyott valtozok hatdsa a fliggd véltoz6 nagyobb rezidudlis szo-
rasaban csapodik le, s az Ujabb magyarazo valtozok bevonasanak egyik indoka épp
ennek a rezidualis szorasnak a csokkentése (Moksony 1999. 185).°

5 A hagyoményos linedris regresszional azonban mindez nem okoz problémat, hiszen az
normadlis eloszlasra alapit, amely esetében — a Poisson-eloszlasétdl eltéréen — az atlag és a
szoras fliggetlen egymastol.
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A masik ok, ami szintén ,,tilszorashoz” vezethet, a megfigyelések kozotti fiiggoség.
A Poisson-eloszlas egyik alapfeltevése, hogy a megfigyelések fliggetlenek egymastol:
egy esemény — pl. ongyilkossag — bekdvetkezése nem befolyasolja egy masik esemény
— egy masik Ongyilkossag — bekovetkezésének a valdsziniiségét. Mi torténik, ha ez a
feltétel nem teljesiil; ha pl. egy esemény eléfordulasa néveli egy masik el6fordulasanak
az esélyét? Ebben az esetben a Poisson-closzlas alapjan vartnal nagyobb lesz a magas
és az alacsony — vagyis a szélsé — értékek elofordulasi gyakorisaga, ennek eredménye-
ként pedig emelkedik a valtozo szordsa. Ha — mondjuk — egy iskola didkjai egymas
viselkedését utanozzak, akkor az Ongyilkossagi kisérletek véletlenszer(i eloszlasa he-
lyett varhatoan azt tapasztaljuk, hogy mig honapokig egyetlen eset sem torténik, addig —
a mintakovetés hatasara — néhany nap vagy hét leforgasa alatt tobben is megprobalnak
véget vetni életiiknek. A devians viselkedés szakirodalméban jol ismert az Onpusztitas-
nak ez a fajta utinzas révén torténd terjedése, s ennek nyoman a jelenség id6- vagy
térbeli ,,strlisddése”, un. ,,0ngyilkossagi klaszterek” kialakulasa (pl. Phillips 1974;
Phillips — Carstensen 1986; Gould et al. 1990). A mi szempontunkbdl mindebbdl a
lényeg most az, hogy a mintakdvetés, a megfigyelések kozotti fliggdség ugyanligy
noveli a fliggd valtozd szorasat, mint a magyarazo valtozok kihagyasa, s ugyanugy a
Poisson-eloszlas egyik alapvetd feltevésének — az atlag és a variancia azonossaganak —
a megsértéséhez vezet.

Hogyan befolyasolja a ,,tllszoras” a Poisson-regresszidelemzés eredményét? A leg-
sulyosabb kovetkezmény, hogy bar maguk a regresszios egyiitthatok torzitatlanok ma-
radnak, az egylitthatok becsiilt standard hibdi a ténylegesnél kisebbek lesznek, s ennek
az alulbecslésnek a kovetkeztében a szignifikanciatesztek is hamis — mégpedig a valo-
sagosnal kedvezobb — képet mutatnak. ,, Tulszoras” esetén tehat az indokoltnal kony-
nyebben kapunk statisztikailag szignifikans eredményt. Mindennek az oka, hogy a
standard hibak meghatarozasa soran az atlagot és a varianciat azonosnak vessziik —
mikdzben ez utobbi igazabol nagyobb az eldbbinél. Vagyis a Poisson-eloszlas ,,t0lszo-
ras” esetén tévesnek bizonyuld feltevését alkalmazva a standard hibdkat lényegében
kényszeritjiik arra, hogy alacsonyabbak legyenek a ténylegesnél.

Miként orvosolhatjuk ezt a problémat? Az egyik lehetéség a standard hibak utola-
gos kiigazitasa, felfelé korrigalasa. Ennek 1ényege, hogy a standard hibakat a ,,tulszo-
ras” mértékét jelz6 un. diszperzids paraméter négyzetgyokével szorozzuk. Magat ezt a
paramétert a hagyomanyos khi-négyzet-mutatd €s a hozza tartozé szabadsagfok hanya-
dosaval becsiilhetjik (Tiao 1994. 72). Ennek alapja, hogy ,,t0lszoras” hidnyaban — felté-
ve, hogy maga a regresszidos modell helyesen specifikalt — a khi-négyzet varhato értéke
egyenld a szabadsagfokkal, kovetkezésképpen a kettd hanyadosa 1 (Agresti 1996. 93).
Az 1-nél nagyobb értékek ,tulszorasra” utalnak, az 1-nél kisebbek pedig az ennél —
legalabbis a tarsadalomtudomanyban — ritkdbban eléforduld ,,alulszorast” jelzik, vagyis
azt a helyzetet, amikor a fiiggd valtozé varianciaja kisebb, mint az atlag.®

% A standard hibaknak ezzel az utélagos kiigazitasaval kapcsolatban egyetlen kérdés me-
riil fel csupan, mégpedig az, hogy melyik khi-négyzetet hasznaljuk: a jol ismert Pearson-félét
vagy inkabb az un. Likelihood-ratio khi-négyzetet. Bar e két mutato értéke rendszerint meg-
lehetdsen kozel all egymashoz, kovetkezésképpen a dontésnek altalaban nincs tilsagosan
nagy jelentdsége, elméleti szempontbdl a Pearson-féle khi-négyzet hasznalata az indokoltabb
(Allison 2001. 223).
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A masik lehetséges megoldas a Poisson-modell modositasa, mégpedig gy, hogy a
fliggd valtozdnak a magyarazo valtozo adott értékéhez — illetve tobb magyarazo valtozd
esetén értékkombinacidjahoz — tartozo atlagat nem konstansnak tekintjiik, hanem valto-
zonak, amelynek értékei véletlenszeriien szorodnak egy kézépponti érték koriil. Techni-
kailag ez azt jelenti, hogy az eredeti

A=exp(By + /i X) 2)

modellrél attériink a
A =exp(fo + /X +e) (6)

modellre, ahol 1 az a véletlen valtozo, amely a fiiggé valtozo korabban konstansként
kezelt atlaga (1) helyére 1ép, e pedig egy véletlen hibatényezd, amely — egyebek kozott
— az elemzésbol kihagyott magyarazo valtozok hatasat — az altaluk eldidézett heteroge-
nitast vagy ,,tobbletszorast” — képviseli. A két modell — a (2) és a (6) egyenlet — kdzotti
alapveto kiilonbség, hogy mig az elsdben a magyarazo valtozo (X) rogzitett értékéhez a
fliggd valtozonak egyetlen egy éatlaga tartozik (1), addig a masodikban az atlagoknak

(A) egy egész eloszlisa; annak megfeleléen, hogy a hibatényezében (e) Gsszefoglalt
kihagyott valtozok most rendre véletlenszeriien ,,eltéritik” az atlagot attol a szinttdl, ami
X adott értékébol — a modell szisztematikus részébdl — kovetkezne (Long 1997. 230—
231; lasd még Gardner et al. 1995. 399-400).

A Poisson-regresszidnak ez a modositasa tehat a Poisson-eloszlas atlagénak kons-
tansbol valtozova tételében 1ép tal az eredeti modellen. Az eredeti modellben a fiiggd
valtoz6 konkrét értéke (Y) véletlen valtozo volt, amely Poisson-eloszlast kdvetve szoro-
dott az atlag (1) koriil. Maga ez az atlag azonban nem valtozo volt, hanem konstans — a
magyarazo valtozo értéke egyértelmiien meghatarozta az atlag értékét is. A modositott
modellben a fiiggd valtozo konkrét értéke tovabbra is véletlen valtozod, és tovabbra is
Poisson-eloszlast kdvetve szorodik az atlag koriil. Most azonban mar ez az atlag is
véletlen valtozo, amely az e hibatényez hatasara ingadozik egy kozépponti érték koriil.
Mivel a hiba varhat6 értéke — feltételezés szerint — nulla, ez a kozépponti érték azonos
az eredeti modell konstansként kezelt atlagaval, azaz

E(L)=A.

De milyen az eloszldsa ennek a valtozova tett atlagnak? A leggyakoribb — és matemati-

kai szempontbol a legcélszeriibb — feltételezés az, hogy 1 Gamma-eloszlasi. A
Poisson-regresszié modositott modelljében tehat végsé soron két véletlen valtozd két
kiilonbozo eloszlasaval, a két eloszlas kombindcidjaval van dolgunk. Van egyfeldl a
fliggd valtozo konkrét érteke (Y), amely Poisson-eloszlast kdvetve szorodik az atlag 2)
koriil, masfeldl az atlag, amely szintén véletlen valtozé és Gamma-eloszlast (Agresti
2002. 559-560.; Land — McCall 1996). E kétféle eloszlas kombinaciojanak eredménye
az Un. negativ binomidlis eloszlds — ezért nevezik a Poisson-regresszio itt bemutatott
modositasat negativ binomidlis regresszionak.

A negativ binomialis regresszido elénye, hogy — a hagyomanyos Poisson-
regresszidval ellentétben — nem koveteli meg az datlag és a variancia azonossdagat, ha-



KOZLEMENYEK 375

nem lehetové teszi, hogy az utdbbi meghaladja az elébbit. Mig ui. a Poisson-regresszio
esetében

E(Y) = var(Y) = 2,
addig a negativ binomialis regresszid esetében
EY)=4 ¢ var(Y)=A(l+ald)= ;LJF(MZ,

ahol o a ,,tulszoras” mértékét jelzé un. diszperzids paraméter (dispersion parameter).
Lathatd, hogy amennyiben nincsen ,,talszoras”, akkor o = 0, és var(Y) = A+ ad® = A,
vagyis ekkor a variancia egyenl6 az atlaggal — miként a Poisson-regresszio esetében —,
azaz a negativ binomidlis regresszié ekkor a hagyomanyos Poisson-regressziora egysze-
rlsodik.

Egy példa

Megkonnyitheti az eddig elmondottak megértését, ha befejezésként egy konkrét
példaval is szemléltetjiik a Poisson-regresszié alkalmazasat.

Egy nemrég befejezett kutatdsomban a tarsadalmi-gazdasagi fejlédésnek, illetve —
ami az érem masik oldala — az elmaradottsagnak az ongyilkossagra gyakorolt hatasat
vizsgéltam telepiilésszintli adatok segitségével. Az elemzés az 1990 és 1995 kozotti
id6szakot olelte fel, és azokra a magyarorszagi telepiilésekre terjedt ki, amelyek 1990-
ben kozségnek mindsiiltek, és ezt a jogallasukat a vizsgalt idészakban végig megbriz-
ték. Ezeknek a telepiiléseknek a szama 2869 volt. Ebben a csaknem 3000 faluban 1990
és 1995 kozott dsszesen 9237 dngyilkossagot kovettek el.

A vizsgalat két f6 1épésbdl allt. Eldszor fokomponens-elemzés segitségével 1étre-
hoztam az elmaradottsag vagy — ahogyan gyakran nevezik — a deprivacio dsszefoglalo
mutat6jat,” majd ezt kovette a Poisson-regresszidelemzés, amelyben az ongyilkossagok
szama volt a fliggé valtozd, a fékomponens-elemzés eredményeként kapott
fékomponenspontszam pedig a magyarazo valtozo. A regresszidelemzés soran a kovet-
kez6 modellel dolgoztam:

In(4;) = In(n;) + o + A1 X,

7 A fékomponens-elemzésbe az 1990 és 1995 kozotti évekre vonatkozd TSTAR adatbi-
zisokban szerepl6 teriileti ismérvek koziil azokat vontam be, amelyek a telepiilések fejlett-
ségét, illetve elmaradottsagat, deprivaltsagat, valamint az azzal egyiitt jaré tarsadalmi-
demografiai folyamatokat leginkabb tiikrozték. Ezek az ismérvek a kovetkezok voltak: 1000
lakosra jutd személygépkocsik szama, 1992-1995; 1 haztartasra jutd villamosenergia-
fogyasztas, 1993—-1995 (1000 kwh); kozlekedési, oktatdsi és egészségiigyi infrastruktira
1993-ban (intézmények szama); munkanélkiilick a 18—59 évesek szazalékaban, 1993-1994;
szocialis jovedelempdtld tdmogatasban részesiilok a lakonépesség szazalékaban, 1993—1995;
rendszeres szocialis segélyben részesiilok a lakonépesség szazalékaban, 1993-1995; eltar-
tottsagi hanyados (a 18 év alatti és 59 év feletti népességnek a 18-59 éves népességhez
viszonyitott ardnya); vandorlasi egyenleg az 1990-1995 kozotti atlagos év végi lakonépesség
szazalékaban.
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ahol 2 az ongyilkossagok 1990 és 1995 kozotti atlagos szama az i-edik kozségben, n; a
népesség szama ugyanebben az idészakban ugyanezen a telepiilésen, X; ennek a telepii-
lésnek a fékomponenspontszama, g, €s B, pedig regresszios egyiitthatok. Ebben a

modellben — amint azt korabban mar emlitettem — a népességszam (n) un. kiegyenlitd
(offset) valtozo, amelynek feladata a rizikonépesség eltéré nagysagabol adodo kiilonb-
ségek kisziirése, s amelynek egyiitthatojat az elemzés soran automatikusan 1-nek vesz-
sziikk. A modell egyiitthatéinak meghatarozdsara a STATA programcsomagot hasznal-
tam.

A Poisson-regresszié eredményeit a 2. tdblazat tartalmazza. A tablazatbol megalla-
pithato, hogy a fokomponenspontszam emelkedésével — vagyis a deprivacié mértékének
a ndvekedésével — parhuzamosan az dngyilkossadgok atlagos szama is emelkedik, s ez a
hatas statisztikailag is er6sen szignifikans. A regressziods egyiitthatobol (0,1148) lathato,
hogy a fékomponenspontszdm 1 egységnyi ndvekedése nyoman az Ongyilkossdgok
szamanak a logaritmusa atlagosan mintegy 0,1-del emelkedik. Célszer(ibb azonban az
egylitthatd helyett annak antilogaritmusara forditani a f6 figyelmet, ez ui. — amint azt
korabban mar emlitettiik — a magyarazo valtozonak magara a fiiggd valtozo atlagara
(nem pedig az atlag logaritmusara) gyakorolt hatasat fejezi ki, megkonnyitve ezzel az
eredmények tartalmi értelmezését. A regresszios egyiitthatd antilogaritmusa esetiinkben
exp(0,1148) = 1,122, ami azt jelenti, hogy a f6komponenspontszdm 1 egységnyi emel-
kedése atlagosan 12,2%-kal noveli az dngyilkossagok szamat. Ezek az eredmények arra
mutatnak, hogy a telepiilés szintii deprivacio fokozza az ongyilkossag veszélyét.

2. A deprivacio hatasa az ongyilkossagra. A Poisson-regresszioelemzés eredményei
The impact of deprivation on suicide. Poisson regression results

e . , Standard e Egyiitthatd
Valtozo Egyiitthato hiba z-érték antilogaritmusa
Fékomponenspontszam 0,1 148" 0,0114 10,11 1,122
Konstans —7,7462 0,0110 -706,17
n=2869 ; p<0,001

A, tulszoras” vizsgalata és hatasanak kikiiszobélése

Amint azt kordbban mér emlitettem, ,,talsz0ras” esetén — vagyis amikor a fliggd val-
tozé variancidja meghaladja annak atlagat — a Poisson-regresszio alulbecsli a standard
hib4kat, s ennek nyomaén a szignifikanciateszt is torzitott — a valosdgosnal kedvezdbb —
eredményt ad. Eppen ezért fontos, hogy mielétt tilsagosan messzire mennénk az adata-
inkbol levont kovetkeztetések megfogalmazasaval, megallapitsuk az esetleges ,,talszo-
ras” mértékét, s amennyiben sziikséges, kikiiszobdoljiik annak torzitd hatasat.

Els6 Iépésként az 6ngyilkossagok ténylegesen megfigyelt eloszlasat dsszehasonlitot-
tam a Poisson-modellbdl szamitott eloszlassal. Ez utdbbi azt mutatja meg, mekkorak
lennének az ongyilkossag egyes el6fordulasi gyakorisagaihoz tartozd valosziniiségek
akkor, ha az eloszlas atlaga — a valdsagos helyzetnek megfeleléen — 3,22 lenne, és a
Poisson-closzlas feltételei maradéktalanul teljesiilnének. Az eredményt a 3. tablazat
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tartalmazza. Ebbd] a tablazatbol megallapithatd, hogy a legalacsonyabb és a legmaga-
sabb — vagyis a sz¢éls6é — értékek esetében a megfigyelt relativ gyakorisaigok meghalad-
jak a Poisson-eloszlas alapjan vart valoszinliségeket, a kozépsé értéktartomanyban
viszont alatta maradnak azoknak. Ezzel 6sszhangban a tényleges eloszlas varianciaja
(22,72) — a Poisson-eloszlas alapfeltevésével ellentétben — lényegesen nagyobb, mint az
atlaga (3,22).

3. A kozségi ongyilkossdagok ténylegesen megfigyelt és a Poisson-eloszlasbol
szamitott eloszldsa
Observed and expected (based on Poisson distribution) number of suicides

Ongyilkossagok | Megfigyelt relativ Poisson-eloszlasbol

szama gyakorisag szamitott valosziniiség
0 0,273 0,040
1 0,203 0,129
2 0,138 0,207
3 0,099 0,222
4 0,070 0,179
5 0,045 0,115
6 0,029 0,062
7 0,024 0,028
8 0,021 0,011
9 0,021 0,004
10 0,014 0,001

A 3. tablazatban latott tendencia még jobban kivehetd a II. 4bran, amely vonaldiag-
ram formajaban jeleniti meg a kétféle — megfigyelt és feltételezett — eloszlast. A rajzbol
vildgosan kitlinik, hogy a vizszintes tengely jobb és bal szélén — tehat a legmagasabb és
a legalacsonyabb eld6fordulasi gyakorisagoknal- a ténylegesen megfigyelt eloszlast
tiikroz6 gorbe a Poisson-eloszlasnak megfelelé masik gorbe folott, kdzépen — a mérsé-
kelten gyakori el6fordulasoknal— viszont az alatt halad. A 3. tablazat ¢s a II. abra 6sz-
szességében tehat arra mutat, hogy valéban szdmolni kell a ,,tilszords” veszélyével.

Ezt erdsiti meg a khi-négyzet-statisztika és a szabadsagfok hanyadosa. Amint azt
korabban mar emlitettem, ,,t0lszords” hianya esetén e hanyados értéke 1, a ,,talszoras”-
ra pedig az 1-nél nagyobb értékek utalnak. Esetiinkben a Pearson-féle khi-négyzet és a
szabadsagfok hanyadosa 1,42, a Likelihood-ratio khi-négyzet és a szabadsagfok hanya-
dosa pedig 1,52. Mindkét mutaté megkérddjelezi a Poisson-regresszio egyik alapfelte-
vését, az atlag és a variancia azonossagat, indokolt tehat az idaig targyalt eredmények
feliilvizsgalata.
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1I. A kézségi ongyilkossagok ténylegesen megfigyelt és a Poisson-eloszldasbol
szamitott eloszlasa
Observed and expected (based on Poisson distribution) number of suicides

A tanulmany egy korabbi részében a ,,t0lszoras” problémajanak kétféle megoldasa-
rol beszéltiink. Az egyik volt a standard hibak utolagos kiigazitasa, felfelé korrigalasa, a
masik pedig a Poisson-regresszio helyett a negativ binomialis regresszid alkalmazasa.
Arrdl is sz6 volt akkor, hogy a standard hibak kiigazitasahoz a khi-négyzet mutato és a
szabadsagfok hanyadosat hasznaljuk: a standard hibakat e hanyados négyzetgyokével
szorozzuk. A korrekcio eredményét a 4. tablazat tartalmazza. Mint lathato, a kiigazitas
nyoman a standard hibak valamelyest emelkedtek, ennek nyoman pedig — mivel az
egylitthatok  értéke nem  valtozott — a z-értékek kissé csokkentek. A
fékomponenspontszam hatasa azonban még igy is — a standard hibak felfelé korrigalasa
utan is — statisztikailag messze szignifikans maradt.
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4. Poisson-regresszio. a standard hibak kiigazitasa
Poisson regression: corrected standard errors

. Pea}rsqn-fele Likelihood-ratio
Eredeti khi-négyzet Khi-néavzet
Valtozd Egyiitthat | standard | alapjan korri- -negyzet
. . alapjan korrigalt
hiba galt standard .
hiba standard hiba
Fékomponens-pontszam 0,1148 0,0114 0,0140 0,0135
(10,11) (8,50) (8,20)
Konstans -7,7462 0,0110 0,013 0,014
(=706,17) (-593,65) (-573,22)

Megjegyzés: A standard hiba alatt zarojelben 1év6 szam a z-érték, azaz a regresszios
egyiitthato és a standard hiba hanyadosa.

A standard hibak utélagos mddositdsa mellett megvizsgaltam a masik megoldast, a
negativ binomialis regressziot is. Ennek eredményei az 5. tdblazatban szerepelnek. A
fékomponenspontszdm egyiitthatdja nagyon hasonld a Poisson-regressziobol kapott
egyiitthatohoz, €s azt mutatja, hogy a deprivacio mértékének az emelkedése noveli az
ongyilkossag gyakorisagat. Amint az a regresszios egyiitthatd antilogaritmusabol meg-
allapithato, a fékomponenspontszam 1 egységnyi emelkedése mintegy 11%-kal noveli
az ongyilkossagok atlagos szamat. Az egyiitthatd standard hibaja ugyanakkor valame-
lyest nagyobb nem csupan az eredeti, korrigalatlan standard hibanal, hanem a korrigalt
értéknél is. Ezzel egyiitt azonban a fékompoenspontszam hatésa statisztikailag tovabbra
is er6sen szignifikans: a z-érték, vagyis az egyiitthaté és a standard hiba hanyadosa
6,74, a hozza tartoz6 szignifikanciaszint pedig joval alatta marad az altalaban hasznalt
5%-nak.

5. A deprivacio hatasa az ongyilkossagra. A negativ binomidlis regresszioelemzés
eredményei
The impact of deprivation on suicide. Results from negative binomial regression

. . .. . Standard s Egyiitthato
Valtozo Egyiitthato hiba z-érték antiloga-ritmusa
Fékomponenspontszam 0,1 034" 0,0153 6,74 1,109
Konstans -7,7816 0,0144
Alpha 0,1462" 0,0130
n=2869 ; p<0,001
Bar a kétféle — egyrészt a Poisson-, masrészt a negativ binomialis —

regresszidelemzés meglehetdsen hasonld eredményt adott, 6sszességében mégis a nega-
tiv binomialis regresszio illeszkedik jobban a vizsgalt adatokhoz. Jol lathatd ez a III.
abran, amely egymds mellett mutatja az 6ngyilkossagok gyakorisdganak ténylegesen
megfigyelt, illetve a Poisson- €s a negativ binomialis regresszid alapjan becsiilt eloszla-
sat. Mig a Poisson-eloszlas — amint azt mar kordbban a II. dbra kapcséan is megallapitot-
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tuk — a valosagosnal kisebbnek feltételezett szorasnak megfelelden jelentésen alulbecsli
a sz¢Is6, vagyis a nagyon alacsony €s a nagyon magas gyakorisagokat, a nagyobb sz6-
rast negativ binomidlis eloszlas ezeken a részeken is jol koveti a ténylegesen megfi-
gyelt adatokat.

0,4

atlag = 3,22
talszoras = 1,402

0,3

Megfigyelt

0,2

/ Poisson

Relativ gyakorisag

0,1

Negativ binomialis

0,0

Ongyilkossagok szama

1II. 4 kézségi ongyilkossagok ténylegesen megfigyelt és a Poisson-, ill. a negativ bino-
midlis regresszio alapjan becsiilt eloszldsa
Observed and expected number of suicide, based on Poisson and negative binomial
regression
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Targyszavak:

Altalanositott linearis modell

Devians viselkedés

Ongyilkossag

Poisson-regresszid

Ritka események statisztikai elemzése

THE USE OF POISSON REGRESSION IN SOCIOLOGY AND DEMOGRAPHY
Abstract
This paper gives an introduction to Poisson regression, a statistical method that is

particularly useful when the dependent variable describes the number of occurrences of
some rare event such as suicide. After pointing out why ordinary linear regression is
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inappropriate for dependent variables of this sort, the author goes on to present the basic
Poisson regression model and shows how it fits in the broad class of generalized linear
models. Then he turns to discussing a major problem of Poisson regression known as
overdispersion and explains how the negative binomial regression can help solve this
problem. The paper ends with a detailed empirical example, drawn from the author’s
own research on suicide.



